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Ford とJohnson のアルゴリズムの平均比較回数が nlgn-1.3999n+O(\mathrm{l}\mathrm{g}n) であることが示さ
れている.また,情報理論的下限から平均比較回数の下限は \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n!\rceil \approx n\mathrm{l}\mathrm{g}n-1.4426n+O(\mathrm{l}\mathrm{g}n)
であることが知られている.本研究では,2つの要素を挿入する操作を与えることにより,平
均比較回数が高々nlgn -1.4034+O(\mathrm{l}\mathrm{g}n) となるアルゴリズムを設計した.また,我々の






確な評価をすることも可能であろう.実際,情報理論的下限が簡単に求まり,それは \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n!\rceil \approx



















回数 nlgn-1.4106n+O(\log n) が達成されることを示した.この結果により,下限とのギャップ
を約25パーセント縮めることに成功した.アルゴリズムとしては計算量が O(n\log n) のものを考
える.いくらでも計算時間を使っていいのなら,長さ n から最適な決定木を計算できてしまうか
らである.




\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+1-\frac{2^{\lceil 1\mathrm{g}k\rceil}}{k}
であり,二分探索法の平均比較回数は
B(n) = \displaystyle \sum_{k=1}^{n} (「 \mathrm{l}\mathrm{g} 司 +1-\displaystyle \frac{2^{\lceil 1\mathrm{g}k\rceil}}{k})
= n\displaystyle \mathrm{l}\mathrm{g}n+(1-\mathrm{l}\mathrm{g}p_{n}-\frac{1+\ln(4p_{n})}{p_{n}})
< n\mathrm{l}\mathrm{g}n-1.386n
である [1]. ここで, p_{n}=\displaystyle \frac{n}{2\lceil 1\mathrm{g}n\rceil} を導入した. p_{n} は区間 (0.5,1] の値を取り, n と 2^{\lceil \mathrm{i}\mathrm{g}n\rceil}(n 以上か
つ最小の2幕) の比を表すものである.
マージ挿入法 [2] は最悪比較回数及び平均比較回数において現在知られている最良のアルゴリズ










以下では,整列済みで長さ i-2 の列 T= ( t_{1}, \ldots )  t_{i-2} ) に2つの要素を挿入することを考える.
大まかな方針は以下のとおりである.
Step 1: 挿入したい2つの要素を比較する.小さいほうを \mathrm{A} , 大きいほうを \mathrm{B} と呼ぶ.
Step 2: 要素 \mathrm{A} の挿入位置を以下のように決定する. x:=\displaystyle \frac{2-\sqrt{2}}{2} , r :=1 とする.また,関数  $\alpha$(r)
を  $\alpha$(r):=1-(1-x)^{r} と定義する.
Step 2-(1) : t_{ $\alpha$(r)\cdot i} と比較する.もし, \mathrm{A} のほうが小さければ (2) に移る.そうでなければ, r:=r+1
とし,(1) に戻る.
Step 2-(2) : 要素 \mathrm{A} の挿入位置を t_{ $\alpha$(r-1)\cdot i} から t_{ $\alpha$(r)\cdot i} の間で偏り付き二分探索 (後述) を行うこ
とで決定する.
36
Step 3: 要素 \mathrm{B} の挿入位置を \mathrm{A} の挿入位置から最後までの間で二分探索を行うことによって決
定する.




要素 \mathrm{A} について \mathrm{P}\mathrm{r}[A=k]=\left(\begin{array}{l}
\overline{l}\\
2
\end{array}\right)i-k であることから, k<k' に対して, \mathrm{P}\mathrm{r}[A=k] >\mathrm{P}\mathrm{r}[A=k']
が成り立つ.また,Step 2では要素 \mathrm{A} の挿入位置が t_{ $\alpha$(r-1)*i} から t_{ $\alpha$(r)*i} の間であることが分かっ
ている.二分探索の幅は
( $\alpha$(r)- $\alpha$(r-1))\cdot i=(1-x)^{r-1}x\cdot i
であり,この値を w_{r} とする.Step 2で行う偏り付き二分探索とは, \mathrm{A} の挿入位置としてとり得る
w_{r} 通りの値のうち,小さいほう \ell 通りで比較回数「\mathrm{l}\mathrm{g}w_{r}1-1 , 残りの  w_{r}-\ell通りについて比較回
数「\mathrm{l}\mathrm{g}\dot{w}_{r}1 回となる二分探索である.ここで \ell=2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}w_{r}\rceil}-w_{r^{r}} である.偏り付き二分探索について
以下の補題が得られる.
補題2.1. Step 2イ1) の比較回数が r である時,Step 2-(2) の平均比較は
\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}w_{r}\rceil.+7-4而 -(10-6\displaystyle \sqrt{2})\cdot\frac{1}{p_{r}}+\frac{3-2\sqrt{}}{p_{r}^{2}}
である.
さて,Step 2-(1) の比較回数が r である確率 \mathrm{q}(r) が \displaystyle \frac{1}{2^{r}} に+分近いことから, \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}w_{r}\rceil, \displaystyle \frac{1}{p_{r}}, p_{r} $\Gamma$ 1 の
期待値を与えられる.さらに,以下の補題が得られる.
補題2.2. Step 2の平均比較回数は,
\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+7-4\sqrt{2}-\frac{2^{\lceil 1\mathrm{g}i\rceil}}{i}+\frac{1}{6}\cdot\frac{4^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil}}{i^{2}}+\left\{\begin{array}{ll}
-\frac{\frac{1}{6}\sqrt{2}}{3}\cdot\frac{21\mathrm{g}i\rceil i_{\lceil 1\mathrm{g}i\rceil}}{i}-\frac{1}{3}-\cdot\frac{2^{\lceil}}{}.-\frac{1}{16}\cdot\frac{4^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}l\rceil}}{i^{2}}-\frac{2}{3} & \frac{\overline{2}^{\frac{i}{1\mathrm{g}1\mathrm{g}i}}i\grave{\urcorner}i}{2}\in\in(\frac{1/21+\sqrt{2}}{4},\frac{2+\sqrt{2}4\sqrt{2}]}{4}](,\frac{1+}{}\\









Proof. 要素 \mathrm{A} が t_{\ell-1} < A < tlを満たすとする.この時,要素 \mathrm{B} の挿入位置は  i\cdot-\ell 通りであ
り,要素 \mathrm{B} に関す.る二分探索の平均比較回数は \displaystyle \lceil\log_{2}(i-P)\rceil+1-\frac{2^{\lceil\log_{2}(i-l)\rceil}}{i-p} となる.要素 \mathrm{A} が









m= \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}(i-1)\rceil としてそれぞれの項の和をとると,













\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}(i\backslash -1)\rceil+9-4\sqrt{2}-\frac{3}{p_{i}}+\frac{1}{2p_{i}^{2}}+O(1/i)+\left\{\begin{array}{ll}
-\frac{1}{6p_{i}}-\frac{1}{16p} $\Gamma$-\frac{2}{3}i & p_{i}\in(1/2, \frac{1+\sqrt{2}}{4}]\\
-L2_{-\frac{1}{3}} & p_{i}\in(\frac{1+\sqrt{2}}{4}, \frac{2+\sqrt{2}}{4}]\\




-\frac{1}{12p_{i}}-=^{1}-\frac{1}{3} & p_{i}\in(1/2, \frac{1+\sqrt{2}}{4}]\\
. -\frac{\sqrt{2}}{6\mathrm{p}_{i}}-\frac{1}{6} & p_{i}\in(\frac{1+\sqrt{2}}{4}, \frac{2+\sqrt{2}}{4}]\\
-\frac{2}{3p_{i}}+=^{1}8p_{i}+\frac{1}{6} & p_{\dot{l}}\in(\frac{2+\sqrt{2}}{4},1]
\end{array}\right.
の平均比較回数が必要であるとみなせる.二分挿入法における二分探索の平均比較回数 \displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+1-\frac{1}{p_{i}}
と比較すると,我々の手法は 0.5511<p_{i}<0.888 を満たす i で効率よく挿入が行われる.
3 全体のアルゴリズム









\frac{19}{6}-2 \text{而} -\frac{7}{12p_{i}}+=^{7}32p_{i} & p_{i}\in(0.5511 \text{）} \frac{1+\sqrt{2}}{4}]\\
\frac{10}{3}-2\sqrt{2}-\frac{3+\sqrt{2}}{6p_{i}}+\overline{4}$\Gamma$_{i}1 & p_{i}\in(\frac{1+\sqrt{2}}{4}, \frac{2+\sqrt{2}}{4}]\\
\frac{11}{3}-2\sqrt{2}-\frac{7}{6}.\frac{1}{p_{i}}+\overline{8}\mathrm{p}_{i}^{7}3 & p_{i}\in(\frac{2+\sqrt{2}}{4} , 0.888]\\
0 & p_{i}\in (0.888, 1]
\end{array}\right.
B(n)=\displaystyle \sum_{i=1}^{n}(\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+1-\frac{1}{p_{i}}) 及び \displaystyle \sum_{i=1}^{n}O(1/i)=O(\log n) であることから,残りの項の和C(n)
を考える.関数 D(x) を残りの項に関して x=p_{i} に置き換えた関数と定義する.
D(x)= \left\{\begin{array}{ll}
0 & x\in(1/2,0.5511]\\
\frac{}{}-2\sqrt{2}^{-}\frac{19}{10,36}-2\sqrt{}^{7}-\frac{\frac{7}{3+12x6x}+\sqrt{2}}{}+_{4}=_{x}\overline{32}\rightarrow_{x_{1}} & x\in x\in(\frac{1+\sqrt{2}551}{4},\frac{2}{}(0.1,\frac{1+\sqrt{2}}{+\sqrt{2},44]}]\\




C(n) . \approx \displaystyle \sum_{d=1}^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil-1}2^{d}\times\int_{1/2}^{1}D(x)dx+2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil} \displaystyle \times\int_{1/2}^{p_{n}}D(x)\mathrm{d}x
\displaystyle \approx 2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil} \times \{\int_{1/2}^{1}D(x)dx+\int_{1/2}^{p_{n}}D(x)dx\} 
となる.全体の平均比較回数は B(n)+C(n)+O(\log n) であり,高々nlgn -1.40118n である (図
1参照).
4 Step2の改良
.本節ではアルゴリズムのStep 2, つまり \mathrm{A} の挿入に関して比較する要素を以下のように設定す





と定義する.もし p_{i}\in(1/2,3/4] ならば,  $\alpha$(1)=\displaystyle \frac{1}{2}-\frac{1}{8p_{i}} とする. t_{ $\alpha$(1)i} の比較で \mathrm{A} のほうが大き
いとなった場合  p_{(1- $\alpha$(1))i}=p_{i}+1/4\in (3/4,1 ] を満たすため,  pi\in (3/4,1] の場合を適用するこ
とができる.
4.1 p_{i}\in(3/4,1] の場合
偏り付き二分探索の幅 w_{r}:=( $\alpha$(r)- $\alpha$(r-1))i は,
w_{r}=\displaystyle \{ \frac{\dot{l}}{\nabla 2i.(1p_{i}\cdot 2^{k+1}}=-\frac{2^{\lceil 1\mathrm{g}{\$}\rceil}}{\frac{}{},2p)^{1}2^{k+}1_{i}} (r(r 2k-1)2k)
39
となる.また, \mathrm{l}\mathrm{g}i= \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil + íg pi かつ  p_{i}\in (0.75,1] であることから,










\displaystyle \sum_{k\geq 1}\mathrm{P}\mathrm{r}[r=2k-1] \times\{2k-1+\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil-k-1\}
+\displaystyle \sum_{k\geq 1}\mathrm{P}\mathrm{r}[r=2k] \times \{2\acute{k}+\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil\cdot-k-2+\frac{32p_{\dot{l}}^{2}-36p_{i}+9}{(2p_{i}-1)(6p_{i}-1)}\}
= \displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil-2+\sum_{k\geq 1}\mathrm{P}\mathrm{r}[r=2k-1]\times k
+\displaystyle \sum_{k\geq 1}\mathrm{P}\mathrm{r}[r=2k] \times \{k+\frac{32p_{i}^{2}-36p_{i}+9}{(2p_{i}-1)(6p_{i}-1)}\}
= \displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil-2+\sum_{k\geq 1}\frac{3k}{4^{k}}+\frac{(2p_{i}-1)(6p_{i}-1)}{12p_{i}^{2}}\times\frac{32p_{i}^{2}-36p_{i}+9}{(2p_{i}-1)(6p_{i}-1)}
= \displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+2-\frac{3}{p_{i}}+\frac{3}{4p_{i}^{2}}
4.2 p_{i}\in(1/2,3/4] の場合
 $\alpha$(1)=\displaystyle \frac{1}{2}-\frac{1}{8p_{i}} より \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}( $\alpha$(1)i)\rceil=\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil-2 である.
r=1 に対する偏り付き二分探索の比較回数は,
\lceil \mathrm{l}\mathrm{g} $\alpha$(1)i\rceil - (\displaystyle \frac{2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g} $\alpha$(1)i\rceil}- $\alpha$(1)i}{ $\alpha$(1)i})
= Ĩlg i\displaystyle \rceil+\frac{-16p_{\dot{l}}^{2}-56p_{i}+11}{(4p_{i}-1)(12p_{i}+1)}
(1+\displaystyle \frac{2 $\alpha$(1)i-2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g} $\alpha$(1)i\rceil}}{ $\alpha$(1)i}\cdot\frac{ $\alpha$(1)}{2- $\alpha$(1)})






\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+1+\mathrm{P}\mathrm{r}[r=1]\times T+(1-\mathrm{P}\mathrm{r}[r=1])\times (1_{\backslash }-\frac{3}{p_{i}+1/4}+\frac{3}{4(p_{i}+1/4)^{2}})
= \displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+1+\frac{-16p_{i}^{2}-56p_{i}+11}{64p_{i}^{2}}+\frac{(4p_{i}+1)^{2}}{64p_{i}^{2}}-\frac{3p_{i}+3}{16p_{i}^{2}}+\frac{3}{16p_{i}^{2}}








となる.後ろの項を考えると,  p_{i}\in ( \displaystyle \frac{3}{4}-L6, \displaystyle \frac{3}{4}+ 霧) で通常の -:^{\mathfrak{l}}-分探索よりも効率的であること
が分かる.さて,関数 D'(x) を以下のように定義する.
0 (1/2, \displaystyle \frac{3}{4} - \displaystyle \frac{\sqrt{6}}{12}]
\displaystyle \frac{1}{2} - \frac{3}{4x_{i}} +. \frac{25}{96x} $\tau$ x \in (1/2,3/4]
1 - \displaystyle \frac{3}{2_{Xi}}+ =24x_{i}13 x \in (3/4, \frac{3}{4} + \frac{\sqrt{3}}{12}]
0 x \displaystyle \in (\frac{3}{4}+ \frac{\sqrt{3}}{12},1]D'(x) = \{
3節と同様に
C'(n)=2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil} \displaystyle \times \{\int_{1/2}^{1}D'(x)dx+\int_{1/2}^{1}D'(x)dx\}
とすると,アルゴリズム全体の平均比較回数は B(n)+C'(n)+O(\log n) で表され,全体の平均比
較回数は高々 n\mathrm{l}\mathrm{g}n-1.4034n である (図1参照) .
5 マージ挿入法との併用
マージ挿入法は最悪比較回数においても現在知られている最良のアルゴリズムである.ある k
に対して n= \displaystyle \lceil\frac{2^{k}}{3}\rceil である時,マージ挿入法の最悪比較回数は高々  n\mathrm{l}\mathrm{g}n-(3-\mathrm{l}\mathrm{g}3)n+O(\mathrm{l}\mathrm{g}n)\approx
 nlgn-1.415n+O(\mathrm{l}\mathrm{g}n) である.
本節では,以下のアルゴリズムを考える.
[併用アルゴリズム] 入力列の長さ n に対して, \displaystyle \frac{2^{k}}{3}<n を満たす最大の k を選び, n':=\displaystyle \frac{2^{k}}{3} とす

















図1: 平均比較回数  n\mathrm{l}\mathrm{g}n+\mathrm{c}n に対する \mathrm{c} 値
p_{n}\geq 2/3 の場合, n'=\displaystyle \frac{2n}{3p_{n}} である.この時,マージ挿入法でかかる平均比較回数は
n'\displaystyle \mathrm{l}\mathrm{g}n'-(3-\mathrm{l}\mathrm{g}3)n'=n'\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil -\frac{4}{3p}n
である.また,整列済み長さ n' 列への挿入に関する平均比較回数は
\displaystyle \sum_{n+1}^{n}\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}i\rceil+2 \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil\int_{2/3}^{p_{n}}D'(x)dx=(n-n')\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil+2 \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil\int_{2/3}^{\mathrm{p}_{n}}D'(x)dx
となる.よって,全体の平均比較回数は
n'\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil-\frac{4}{3p}n+(n-n')\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil+2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil}\int_{2/3}^{p}D(x)dx
= n\displaystyle \lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n\rceil -\frac{4}{3p}n+2^{\lceil \mathrm{l}\mathrm{g}n1}\int_{2/3}^{p}D(x)dx
で求まる. p_{n} \leq  1/3 の場合も同様にして平均比較回数を求めることができる.各 n において
Edelkamp と WeiB [1] が示したマージ挿入法の平均比較回数のよいほうを選択すると,平均比較
回数は高々nlgn -1.41064n となる (図1参照) .
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